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l.  INTEGRACION POR PARTES.

Si la integracion de una funcidon no es posible encontrarla por alguna de las
férmulas conocidas, es posible que se pueda integrar utilizando el método
conocido como integracion por partes. Este método tiene como base la integracién
de la férmula para la derivada de un producto de dos funciones.

Sean u=u(x) y v=v(x). Entonces

duv =udv +vdu

udv = uv —vdu

Al integrar ambos miembros de esta ecuacién obtenemos
JudVZMV—J.VdM (1.1)

Como se puede ver la Integracion por partes es la contraparte de la regla del
producto de la diferenciacién, ya que el integrando en cuestion es el producto de
dos funciones (por lo general). En resumen éste es el procedimiento:

Para aplicar la férmula (1.1) en la practica, se separa el integrando en dos partes;
una de ellas se iguala a u y la otra, junto con dx a dv. Por eso se llama integracion
por partes. Es conveniente considerar los dos criterios siguientes.

(a) La parte que se iguala a dv debe ser facilmente integrable.
(b) La Ivdu no debe de ser mas complicada que J.udv

Luego se aplica la férmula de integracion por partes. Este proceso convierte el
integrando original - que no se puede integrar - en un integrando que si se puede
integrar. Tan claro como el agua, ¢verdad?

Vas a aprender la técnica muy répido si utilizas el acrénimo LIATE y el método del
ejemplo de abajo:

Para seleccionar la funcién u, sélo tienes que ir hacia abajo en la lista del
acrénimo, la primera funcion de la lista que coincida con una de tu integrando es
la funcién u. El acrénimo que te ayudara a escoger tu funcidén u es el siguiente:

Logaritmica (como Lnx)

Inversa trigopnométrica (como arcsenx)
Algebraica (como x> 0 2x+10)
Trigonométrica (como sen2x)
Exponencial (como 7%, 0 €%

Calcular la integral J'x2 In xdx

Tu primer reto en la integracion por partes es decidir cual es la funcién, (de tu
integrando original), que desempenara el papel de la u en la férmula. He aqui
cémo se hace
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El integrando contiene una funciéon logaritmica (la primera en LIATE) asi que Inx
es tu funcién u, el resto x’dx automaticamente es dv.

Asi pues tienes los términos son:
u=Inx, dv=x’dx

Pero la integral por partes contiene cuatro términos, te faltan los siguientes: du, y
v. Estos los encuentras diferenciando u, e integrando dv, es decir:

Siu=Inx entonces du= ldx
X

Si dv=x"dx entonces VZIdv:szdx:%x3 Esto significa que v se encuentra

integrando dv.

Ahora, ya tenemos los cuatro elementos que aparecen en la féormula de
integracion por partes (1.1), sustituyendo estos valores ella entonces

1 1 ;1
Inxdx =uv— | vdu = (In x (—xS)— —xX —dx
J.x xdx J. (Inx) 3 I3 .

X Inx
3

3
=2 In x —%%f +C , de donde

3

—%J‘xzdx

3 3
X lnx_x_+c
9

sz In xdx =

Problemas resueltos.
Ejemplo1. Calcular J.x3exzdx

Primero reescribimos la integral asi: szxe""de. Por LIATE hacemos
u=x",ydv= xe* ; de donde du =2x, yv= jdv = Iexzxdx = lje"z (2xdx) = le)Cz
2 2

Bueno ya tenemos los elementos de la integral por partes.

2 2
u=x dv=e" xdx

du=2xdx v= lex2
2

Por tanto aplicando la formula (1.1) se tiene

pero la dltima integral

J.x3ex2 dx = %xze"2 — J.xe"2 dx =

N | =
=

ya se calcul6 es (v)

Ejemplo 2. Calcular [ x(senx)dx
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Usando LIATE hacemos u = x, y dv = (senx)dx ; de donde
du=dx,yv= J.dv = j(senx)dx =—COoSX

Aplicando la integracion por partes obtenemos

J.x(senx)dx = x(—cosx)— I (—cosx)dx =—xcosx +J. (cos x)dx =—xcosx+sex+C
Ejemplo 3. Calcular I In(x + 4)dx

Hacemos u =1In(x” +4), y dv = dx ; por tanto diferenciado e integrando tenemos u, y
1 2xdx

- 2 — - -

Vo du=——d( +H =", v=[de=x
Por tanto

2xdx 2x*dx
In(x* +4)dx = xIn(x* +4) — — xIn(2 +4) -
[InGa + ) = xln(x* +4) - [0 == =2l +4) - [ ==

, 2x°

Ahora calculamos la mtegralj fdx. Recordar quej zdu > = Larctan”

x +4 u +a”  a a
2x7 2x7 1
[ fdx:| 2 _, O = 2- © dx=2[dx—6[ Do 6l arctan®
Crd || d T 44 x*+4 x4 2 2
De donde

j In(x* + 4)dx = xIn(x* + 4) —(2x — 6 arctan g) +C = xIn(x* +4)— 2x + 3arctan g +C

Ejemplo 4. J.x\/x+ 2dx

Haciendo u = x, y dv =+/x+ 2dx ; tendremos du = dx, para obtener v hacemos lo

1
1 §+l 3
siguiente: v=_[\/x+2dx=I(x+2)2dx=(xl+—2)=g(x+2)2. Por lo tanto
—+1 3
2
3 3 3 2
2 2 2 2
J.x\/x+2dx=gx(x+ 2)? —g_[()c+2)zdx:gx(x+2)2 —gﬂ+C. De donde
3 3 3 3 §+1
2

3 5
.[x\/x+2dx=§x(x+2)2 —%(Hz)z +C

Ejemplo 5. Calcular [ xe™dx
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Haciendo u = x, y dv = ¢**, encontramos

u=2x,du=2dx d ! |
du=x,yv=|e*dx= —[e" 2 = Z[e"du==¢* . Aplicando la
Y J. a’x:d?u I 2 2'[ 2 P

férmula de integral por partes obtenemos

xe 1e* xe e
-———+C= -—+C
2 22 2 4

- €2x er erx 1 )
J.xe dXZxT—J.?dx: —EJ-e dx =

2
Ejemplo 6. j x* cos3xdx . En este ejemplo se aplica la integral por partes dos
veces.

Hacemos u = x*, y dv = cos 3xdx , por tanto

u=3x, du =3dx J ! !
u
du =2xdx,yv=|cos3xdx= =|cosu— =—|cosudu =—sen3x. Porla
yv=] a’x:d3—u J 3 3J 3

integral por partes tenemos,
x’sen3x 2

—=| xsen3xdx (1.2)
3 3

J.)c2 cos 3xdx = x* %sen?»x - J.%sen3x(2xdx) =

Observa que en la integral Ixsen?)xdx, ha bajado el exponente de lax (de 2a 1), lo

cual sugiere volver a integrar por partes asi que, hacemos aqui u = x, y dv = senxdx ,
y en consecuencia

u =3xdu=3dx ) | 3
u cos3x
du =dx, y v=| sen3xdx = = | senu— =— | senudu = —(—cos3x) = —
y J. Iy = ﬂ J- 3 3 .[ 3 ( )
3
de donde
J.xsen?)xdx = x(— cos 3x] —j[— COS3xjdx _ X8 3x —lJ.COS 3xdx
3 3 3 3
__Xcos 3x —l(—lsen3x) __Xcos 3x +lsen3x
3 33 3 9
Sustituyendo este ultimo resultado en (1.2) tenemos
2
sz cos 3xdx = X se3x _2 xsen3xdx = 2xse3x —z{— xcos 3x +lsen3x}
3 3 3 9
x’sen3x 2xcos3x 2sen3x
= + - +C

3 9 27
Ejemplo 7. Calcular [x’e"dx
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El acronimo LIATE nos sugiere tomar wu=x’,ydv=e‘, y por lo tanto
du:3x2dx,yv:jexdx:ex, asi que aplicando la formula de integral por partes
obtenemos

J.XSexdx =xe" —Ie" (Bx’dx) = x’e" - 3I x*edx (1.3)

Observa que hemos mejorado nuestra situacién, el exponente de la x baj6é de 3 a
2, lo cual nos sugiere aplicar de nuevo la integral por partes a la ultima integral, asi

que hagamoslo
u=x’, dv=e

J.xze’cdx - du =2xdx, v= Iexdx =e"

=x’e" — je’“(Zxdx) =x’e" — 2J. xe'dx

Si reemplazamos éste ultimo resultado en la ecuacién (1.3) tenemos
jx3exdx =x’e" —je"(2x2dx) =x’e" — 3_[ xletdx)=x'e" — S{xzex - 2.[ xe"dx}
J.x3exdx =xe" — 3j x’e'dx=xe" —3x’e" + 6[ xe*dx (1.4)

Observa que en la ultima integral de la derecha el exponente de la x ahora bajé de
2 a 1, asi que aplicamos de nuevo la integracion por partes.

u=x, dv=e"

J.xede: du =dx, v:_[exdx:ex

= xe* —Iexdx =xe* —e*

Bueno parece que ya terminamos, observa que en la ultima integral ya no
apareci6é la x. Solo falta reemplazar el Gltimo resultado en la ecuacion (1.4) vy
finalizamos.

3 x 3 x 2 x x 3 x 2 x X x
'[x e'dx=xe" —3x’e +6J.xe dx=x"e" —3x"e +6{xe —e }+C. Por tanto
IxSexdx =xe" —3x’e" +6xe" —6e* +C
Ejemplo 8. Calcular [arcsenxdx

Hacemos las sustituciones

U = arcsenx, dv=dx
dx y tenemos, J arcsenxdx = xarcsenx — J L‘lx
duz—zdx’ v=J.dx:x m
1—x
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dx 0 u=1-x* du=-2xdx g
=|(1-x%) 2xdx= = \x\uz(——J
e o -
2x
1
o twr o ;
—EI —Uu:- =—- 1 X
Z

Por lo tanto J.arcsenxdx = xarcsenx —(—J1—x*)+ C = xarcsenx +\1- x> +C

Ejemplo 9. Calcular | xarctan xdx.

De acuerdo con el acronimo LIATE tomamos u =arctanx, dv = xdx, asi entonces

du = de ,y v= dex _lx2 . Por lo tanto la integral por partes es
1+x 2

2

dx x arctan x J-

1
I xarctan xdx = (arctan x) —x” — J— X
2 1+x° 2

dx (1.5)
1+x°

2

s . X
Ahora lo Unico que tenemos que hacer es calcular la integral Il
+

| I[ 1+xjd '[dx -[1+x = x—arctan x

e e e
En conclusién reemplazando el ultimo resultado en (1.5) obtenemos

2dx

x*arctanx 1 xParctanx x
T——{x—arctanx}+c ——E+arctanx+C

I xarctan xdx = 5

Ejemplo 10. Calcular [ sen’xdx

J. sen*xdx = |Para integrar separam0s| = j(senx)(senx)a’x

U = senx, dv = senxdx

Asi aplicando la integral por partes

du=cosxdx, v= Jsenxa’x =—COoSx
_[senzxdx = senx(—cos x) — I (—cos x)(cos xdx) = —senx cos+ jcosz xdx (1.6)

Ahora nuestro problema es calcular la integral J.cosz xdx , Sin embargo recordemos

que cos’ x=1-sen’x, asi que
J‘ 2 N 2 B 2 _ 2 :
cos xdx-j(l—sen x)dx-_[dx—fsen xdx = x—'[sen xdx , €s decir

[ cos® xdx = x— [ sen’ xdx , reemplacemos esta Ultima ecuacion en (1.6)
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'[senzxa’x = —§enxcos+ jcosz xdx = —senxcos x + x—jsenzxdx, observa que el ultimo

término esta restando, asi que lo pasamos sumando al inicio de la ecuacion y
tenemos

Jsenzxdx +I sen’xdx = —senx cos x + x , SUMamos y

ZJ. sen’xdx = senxcos x + x , de donde el 2 pasa dividiendo

Senxcos x + x X  Senxcosx
Jsenzxdx:f+c =§+T+C

Ejemplo 11. Calcular |sec’ xdx

Como en el ejemplo anterior separamos sec’ x=sec’ xsecx. Por tanto
Jsec3x:jsec2xsecxdx. La parte mas complicada del integrando que resulta facil

de integrar porque conocemos una férmula es sec?x, por tanto tomamos

u =secx, dv = sec? xdx

) Aplicando la integral por partes se tiene
du =secxtan xdx, v= Isec xdx =tan x

J.sec3 Xdx = sec x tan x — I tan x(sec x tan xdx) = sec x tan x —Isec xtan” xdx (1.7)
Asi que s6lo nos queda resolver la integral Isecxtanz xdx . Manos a la obra
J.secxtan2 xdx = ”tan2 x=sec’ x— 1” = jsec x(sec® x —1)dx
= J.(sec3 x—secx)dx= J.sec3 xdx — _[ sec xdx
Este ultimo resultado lo reemplazamos en la ecuacion (1.7)
_[sec3 xdx = sec xtan x — I sec x tan” xdx = sec x tan x — {j sec’ xdx — jsec xdx} de donde

3 3
J.sec3 xdx:secxtanx—jsec xdx+J.secxdx:secxtanx—jsec xdx+1n|secx+tanx|,

observa que Jsec3 xdx esta restando, asi que lo pasamos sumando al primer
término y tenemos

J.sec3 xdx + I sec’ xdx =secxtan x+1In |sec X+ tan x| , sumando

2'[8603 xdx =sec xtan x +In |secx+ tan x| y finalmente

sec xtan x + In |sec X+ tan x|
2

secxtanx In |sec x+tan x
+

Isec3xdx= +C= +C
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